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El andamiaje matematico que necesitamos

» Estados como vectores » Hermiticas y unitarias
amplitudes complejas y regla de Born lo que medimos vs. lo que hacemos
» Algebra lineal » Producto tensorial
matrices, Dirac, producto interno el origen del crecimiento 2™
P Autovalores y observables » Espacio de Hilbert
Pauli, Stern-Gerlach, espectral la arena de la mecanica cuantica

Meta del capitulo

Toda la mecanica cuantica vive en es-
pacios vectoriales complejos. Aqui for-
jamos ese lenguaje.
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Del bit clasico a la moneda en el aire

Un bit distingue dos estados: 0 o 1. Los
codificamos como vectores:

cara = N sello = v
10| 1

Mientras la moneda gira, nuestra ignorancia se
resume en un vector de probabilidad:

o] w2 = [
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Esto es una mezcla estadistica
cldsica: la moneda siempre tiene
un valor definido; el vector solo
codifica lo que no sabemos.

Las componentes son probabilidades y suman 1.



El habito conceptual mas importante

Mezcla clasica Superposicion cuantica

El sistema sr'tiene un valor definido; solo lo ig- El sistema no tiene valor definido antes de
noramos. medir.

Componentes = probabilidades Componentes = amplitudes complejas
Pot+py =1 o + 182 =1

Confundirlas es el error mas comun en las divulgaciones de lo cuantico.
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Por qué la Naturaleza exige nimeros complejos

En la doble rendija, sin observar por cual pasa el

electrén, surge un patrén de interferencia:

Amplitudes que se cancelan

P = [+, |* = [, P+|t)5|*+2 Re[t)]1),]

interferencia

El Gltimo término no existe en la probabilidad

clasica.
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franjas

=
|

Cancelacion (destructiva) y refuerzo (constructiva)

rendijas

segun la fase.



? Pausa socratica #1 — probabilidad vs. amplitud

p ;Por qué la Naturaleza “elevaria al cuadrado” una amplitud para
darnos una probabilidad?

P Si dos caminos pueden cancelarse, ;en qué sentido el electréon
“recorri6é” alguno?

p ;Podrias construir un mundo con amplitudes reales negativas, sin
nameros complejos? ;Qué perderias?
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La regla de Born — el puente a lo medible

Densidad de probabilidad

P(z) = [(x)P = 4" () ¥(z) >0, / W2 dv =1

P ||? es real y no negativo, aunque v sea
complejo. La clave algoritmica

P> Para un qubit « |0) + §|1): se mide |0) con Las fases de «, 3 no se ven en una
prob. |a|?, [1) con ||, medicion, pero gobiernan la inter-
ferencia que amplifica las respues-

tas correctas.
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Repaso exprés: niumeros complejos

Tres formas del mismo nimero

z=a+ib=r(cosd +isinf) = re

P> Unidad imaginaria: 2 = —1 (Descartes la llamé
“imaginaria”).

Formula de Euler: e?? = cos 6 + i sin 6.
Médulo: |z| = Va2 +b2 =71, |z|2 =22

VY
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Operaciones que usaremos sin cesar

P Conjugado: z* =a—ib=re ¥ > Inverso: 1_ 7
P Producto (polar): z 2|2
(Teitg)(T/@iG/) = rr’ ¥0+) P De Moivre: 2™ = |z|"[ cos(nf) + isin(nd)]

P Modulo al cuadrado: |z|? = z 2*

. - , Al
Puente con la IA. El producto en forma polar dice que multiplicar por ¢ es rotar.
Toda la computacion cuantica es una coreografia de rotaciones de fase — el analogo
de mover vectores en el espacio de embeddings de un modelo moderno.
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? Pausa socratica #2 — la fase escondida

Una fase global ¢’ no cambia ninguna probabilidad |z|2.
p Entonces, ;es la fase “real” o un artefacto matematico?

P> Si nunca puedo medir una fase global, ; por qué las fases relativas si
importan?

P ;Qué tiene la Naturaleza que prefiere el circulo (%) y no la recta?
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Algebra Lineal — el Lenguaje



Matrices: conjugada, transpuesta y adjunta

P Conjugada: (A%);; = (4;;)*
P Transpuesta: (A7), = Aj;
» Adjunta (daga): AT = (A*)T

Ejemplo 2 x 2

{an
Qg

a2
Qoo

-k

ary
Qo

%
sy
*
Q29

|
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» (AT)T = A, (MN)T = NTMT
> (MN)t = Nt
» Si MT = M: simétrica; si MT = —M:
antisimétrica.
La daga t se reserva siempre para la adjunta — de

matrices y de operadores.
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Multiplicacion de matrices — y la no conmutatividad

Producto fila por columna

Ci, = Z A;;Bjy, (columnas de A = filas de B)
j=1

Asociativa, distributiva, pero en general:

AB # BA La no conmutatividad de los observ-

ables esta en el corazon de las rela-
ciones de incertidumbre. No es un es-
torbo: es fisica.
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Notacion de Dirac: bra y ket

P Ket |¢)): vector columna (estado).

P Bra (¢| = |1/}>TZ vector fila conjugado.

P Producto interno (¢|y)) € C: amplitud de
transicion.

(ulv) = Zaé‘bm | (|1} |? = probab

ilidad
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Puente con la IA. ($[t) es un productd"
punto: mide cuanto se parecen dos es-
tados — la misma operacién de “simili-
tud” que puntta consultas contra claves
en la atencion de un Transformer.
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? Pausa socratica #3 — el producto interno

(¢p|)) es la amplitud de que un sistema en |¢)) “se encuentre” en |¢).
P Si(¢|y) = 0, ;qué relacion fisica tienen los dos estados?
P ;Por qué el bra lleva conjugado y el ket no? ;Qué se romperia si no?
P ;Puede una amplitud ser mayor que 1? ;Y una probabilidad?
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El qubit en notacion de Dirac

) =al0)+511), (=" 0]+ 57 (1

Normalizacion

(Ylv) = lo]* + |8 =1
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P Norma: | |v) || = v/(v|v).
P Ortogonalidad: (u|v) = 0.

P Cauchy-Schwarz:
| {wlo) | < [Hw) [Ho) -
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Producto interno: sesquilineal y completitud

P Lineal en el ket:
(uleyvy + eava) = ¢y (ulvy) + ¢ (ulvy) Base ortonormal y completitud

P> Antilineal en el bra: las constantes salen
conjugadas = forma sesquilineal.

P Simetria hermitica: (u|v) = (v|u)". <ei|€j> =4, Z le,) (e;| =1

La relacion de completitud deja insertar identidades
I avoluntad — el truco de calculo mas usado.
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Bases: estandar y computacional

Base computacional de C? (etiquetas desde

e we]

Base de Hadamard (diagonal):

+
~
|
S
—
—_
[
~
Il
S
| —|
I =
—_
| IS

Fundamentos Matematicos - Cap. 2

Idea clave

Un mismo estado tiene muchas repre-
sentaciones — una por base. Cambiar
de base es cambiar la pregunta que le
hacemos al sistema.

Para n qubits la base tiene 2 elementos |7).
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Producto externo y proyectores

El producto externo |¢) (| es una matriz (un
operador):

(1) W1 Ix) = (&lx) |9)

Proyector

P =|y) (¥, P? = P (idempotente)
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> P2 =y) Wly) (Y| =P.

—_———
=1

P> Los proyectores modelan la medicion:
dejan el sistema en P |x) con prob.

| (W) 2.

Se formaliza en los postulados del Capitulo 3.
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? Pausa socratica #4 — medir es proyectar

Si medir es aplicar un proyector P = |¢) (1| y renormalizar:
P ;Por qué la medicion no es reversible, si casi todo lo demas en
cuantica silo es?
p Tras medir y obtener |¢), medir de nuevo da lo mismo. ;Dénde se
“fue” la superposicion?
p ;Quién o qué decide cudndo ocurre una medicion?
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Autovalores, Hermiticas y Unitarias



Autovalores y autovectores — la intuicion

Un autovector no cambia de direccién bajo Yy
la matriz; solo se escala por el autovalor:
\
Alv) = Alv)
. 3 2
Ejemplo: A = [1 4] lleva el cuadrado a un o

1 .
paralelogramo, pero [ ] solo se dilata x5.

1

cuadrado
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Como hallarlos: el polinomio caracteristico

Ecuacién caracteristica

det(A—AXI)=0 = p(A) = A% — A tr(A) + det(A) (2 x 2)

P> Los autovectores resuelven
i <o

P Toda matriz compleja n x n tiene al menos En fisica, los autovalores son los posi-
un autovalor (teorema fundamental del bles resultados de una medicion, y los
algebra). autovectores, los estados asociados.
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? Pausa socratica #5 — resultados discretos

La medicion solo puede arrojar un autovalor.

p ;Por qué la Naturaleza “elige” un conjunto discreto de resultados y no
un continuo?

P :Qué significa que un estado no sea autovector del observable que
medimos?

P Silos autovalores deben ser reales, ;qué le exige eso a la matriz?
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Stern-Gerlach (1922): el espin se cuantiza

P> Un haz de 4tomos de plata cruza un campo
magnético no uniforme.

Ag
P Clasicamente: una mancha continua. El '—’

experimento: dos manchas discretas. )

P Interpretacion (1925): espin +%/2 — un
grado de libertad puramente cuantico.

El prototipo del qubit
El espacio de estados de dos niveles

{1, 1)} es el qubit.
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Las matrices de Pauli

Tres observables de espin (en unidades de #/2)

=11 ol o, =

» Son hermiticas: o, = o}..

P Autovalores 41: los dos resultados de
medir espin.
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P Junto con o, = I generan toda matriz
hermitica 2 x 2.

P> Reaparecen como compuertas X,Y, Z.
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Ejemplo resuelto: autovectores de o,

Aplicando o, [1) = X [4)) a [¢)) = «[0) + 3 1):

Verificacion de la teoria

[0 —l} [a} _ [—.iﬂ — [a] Autovalores reales (41) y autovec-
i 0] 1 B tores ortogonales:

p(A) = A? —1 = X\ = +1. Resolviendo cada caso: (+i|—i) = %(1 —1)=0

justo lo que garantiza la hermitici-

[+i) = km —i) = 12[_11] | dad
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Cada Pauli define una base del qubit

Matriz Autovalor +1 Autovalor —1 Nombres

|t U
o, = = ,|—
vz _1_ vz _—1
1] [
. L L i) i)
_i_ _—i
1 0
0. 0),11)
0 1

Cada par es una base ortonormal de C2; la de o, es la base computacional.
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? Pausa socratica #6 — tres direcciones incompatibles

o,,0,,0, no conmutan entre si.
P ;Qué significa fisicamente que no compartan autovectores?

s

p Si mido el espin en z y luego en z, ¢ por qué “pierdo” la informacién
de z?

p (Eslaincertidumbre una limitacién del aparato, o de la Naturaleza
misma?
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Matrices hermiticas: dos teoremas centrales

Definicién Por qué observables = hermiticos

Toda medicién fisica da un numero
A= AT (hermitica) real. La hermiticidad garantiza auto-
valores reales. Los dos teoremas tra-
bajan juntos.

1. Autovalores reales: de A |[v) = A |v),
A = (v|Av) = N\
2. Autovectores ortogonalessi A\, # A,

Fundamentos Matematicos - Cap. 2
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Normales, teorema espectral y la esfera de Pauli

Matriz normal

AAT = ATA

Teorema espectral: una matriz admite base

ortonormal de autovectores si y solo si es normal.

(Hermiticas y unitarias lo son.)
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Hermiticas 2 x 2 = espacio real 4D

H = hyoy + hyo, + hyo, + o,

conhg, h,,h,, h, €R

Base de los hamiltonianos y compuertas de un qubit.
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Matrices unitarias — lo que podemos hacer

Definicion

UUt =UTU =1

U =ut

P Preservan el producto interno y la norma:

U oy | = |l |v) |-
P Autovalores de médulo 1: .

P> Producto de unitarias es unitario = un
circuito entero es una unitaria.
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Hermiticas vs. unitarias

Hermiticas = lo que medimos (ob-
servables).

Unitarias = lo que hacemos (evolu-
cién, compuertas).
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? Pausa socratica #7 — conservar la probabilidad

Toda operacion cuantica cerrada preserva la norma (la probabilidad total
=1).
p ;Por qué la Naturaleza insiste en que nada se pierda hasta que
medimos?
) Sitoda compuerta es reversible (U~ = UT), ;c6mo puede un
algoritmo “borrar” respuestas incorrectas?
p (Eslairreversibilidad de la computacién clasica un defecto o una
comodidad?
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Compuertas cuanticas = matrices unitarias

Hadamard — crea superposicion

1 1
_ 1
H—\@L _1}

H0) = J5(10) + 1)) = [+)

Pauli-X — el NOT cuantico

X:[(l’ (1)] L 10) & [1)
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CNOT — enlaza dos qubits

CNOT =

o o o+

O O = O

_ o O O

o = O O

Si el control es | 1), invierte el objetivo. Es la puerta

que crea entrelazamiento.
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Reversibilidad, no-clonacion y evolucion

Teorema de no-clonacion

No existe una unitaria que copie
un estado desconocido arbitrario
(Wootters-Zurek, Dieks, 1982).

Da seguridad a BB84 y prohibe “respaldar” estados
intermedios.
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Evolucion temporal

W) = U@ [p(0),  U(t) = ettt

Aqui se encuentran las dos familias: toda hermitica H
genera, al exponenciar, una unitaria U.
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Descomposicion espectral

Toda matriz normal se descompone asi

A= Z)\ lv,) (v;],  UTAU = D = diag(A,, ..., \,,)

Ejemplo: H = {3 1}, Ay =4, Ay =2:

13 Interpretacion fisica

A; = resultados posibles; |v;) (v;| =
proyectores de la medicién. Diago-
nalizar un hamiltoniano da las energias

con [v >—LH o >—A[1}
= , [vg) = . o
V2|1 v2l-1 y los estados estacionarios.

H =4 |vg) (v1] + 2 |vg) (vs]

Fundamentos Matematicos - Cap. 2
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? Pausa socratica #8 — cambiar de base lo aclara todo

En la base de autovectores, un operador solo escala cada componente.
p :Por qué “diagonalizar” se siente como entender el operador?
P SiU(t) = e *Ht/" ;qué le pasa a un autovector de H con el tiempo?
p ;Existe siempre una base donde el problema sea trivial? ;Cuando no?
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Producto tensorial — el origen del 2"

Combinar dos qubits La raiz del poder — y del reto

n qubits = espacio de dimensién 2.
Esa explosion es la ventaja cuantica

ToYo
[%} % [yo] _ |z Y Ila vsz, I?’ que hace intratable la
z, n 190 simulacion clasica.

L1Y1

P> Las dimensiones se multiplican:

Cr®C™ =C"m.
P |1)®|1)®]|0) = |110) (se concatenan las
etiquetas).
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Entrelazamiento: cuando el todo no se factoriza

» No todo estado de C* es un producto |a) ® |b) de dos qubits.
P Los estados que no factorizan se llaman entrelazados — el recurso clave de muchos
algoritmos.

Puente con la IA. El algebra lineal de este capitulo es exactamente la maquinari:fI
del aprendizaje profundo: vectores, productos internos, matrices. La diferencia es
el tamafio del espacio — un modelo grande vive en R? con d de miles; n qubits viven
en C2", exponencial en n.
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Operadores, conmutador y valor esperado

Conmutador Valor esperado
[A,B]= AB— BA (4) = Wl Aly)
(B, Al = —[A, B], Es el promedio de resultados, pesado por sus

[A, BC] = [A, B|C + B[A, C). Si[A, B] # 0, los

observables son incompatibles.
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probabilidades. Exigir (A) = (A)* para todo 1) define
los operadores hermiticos.
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? Pausa socratica #9 — el promedio de lo que nunca es promedio

El valor esperado (A) puede ser un nimero que nunca sale en una medicién
(p. €j. 0 para autovalores +1).

p :Qué significa entonces “el valor esperado”?
P :Cuantas mediciones (shots) necesito para estimarlo bien? (recuerda
O(e2)).

p ;Es el conmutador [/i, B] una propiedad de los operadores o del
mundo?
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El Espacio de Hilbert



Espacio de Hilbert — la arena formal

Un espacio vectorial complejo con producto interno, y completo

Producto interno (-|-) : H x ' — C con: lineal en el ket, simetria hermitica (x|y) =
(ylz)", y (z]x) > 0 (=0sii z = 0).

P Componentes complejas (no reales). Hilbert (1912), von Neumann (1927-32) le dio la
« » .z i ati no el b ;D. t6 el

P “Completo”: toda sucesién de Cauchy converge ax'oma' cay acuno el nomore; Lirac aporto €
— irrelevante en dimension finita. lenguaje bra-ket.
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¢Por qué este espacio y no otro?

Cada rasgo de Hilbert responde a una necesidad fisica:

Amplitudes complejas — interferencia
Suma de vectores — superposicion

Producto interno — regla de Born

| (gl9) 2
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Ortogonalidad — resultados excluyentes
Unitariedad — conserva la probabilidad

Operadores hermiticos — valores reales
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Hilbert en computacion cuantica

El espacio de n qubits

H =C*"

dimension = 2"

P 1 qubit — C2; 2 qubits — C%, base
{100}, [01), 10), [11)}.
P Compuerta de n qubits: unitaria 2" x 2",
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Todo el modelo de circuitos se re-
duce a multiplicar matrices en . La
maquinaria de este capitulo es, literal-
mente, la herramienta de disefno de al-
goritmos.
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Capitulo 2 — qué llevarse

P Mezcla clasica # superposicion:
probabilidades vs. amplitudes.

P La notacion de Dirac vuelve elegante todo
el dlgebra lineal.

P Hermiticas = observables (autovalores

reales); unitarias = evolucion (reversible).
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P> Pauli + Stern-Gerlach: donde la abstraccion
toca el laboratorio.

P> El producto tensorial explica el crecimiento
2™ y el entrelazamiento.

P Todo vive en el espacio de Hilbert C2".
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Preguntas para llevar al Capitulo 3

iNos vemos en el Capitulo 3 — Mecanica Cuantica!



